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M557 - ESAME DI STATODI LI 1IFICO

CORSO DI ORDINAMENTO

Tema di: MATEMATICA

Il candidato risolva uno dei due problemi e 5 dei 10 quesiti in cui si articola il questionario.
PROBLEMA 1

Rispetto ad un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy) si consideri il punto A(2,0).
1. Siscrival’equazione del luogo dei punti del piano che verificano la condizione:

PO + 2PA =8,

controllando che si tratta di una circonferenza di cui si calcolino le coordinate del centro e il
rageio.

gw.)

Si determini 1’ampiezza dell’angolo acuto formato dalla retta OB con la tangente alla

circonferenza in B, essendo B il punto della curva avente la stessa ascissa di A e ordinata

positiva.

3. Si scriva ’equazione della parabola cubica y = ax® + bx’ +cx +d  che presenta, nell’origine, un
flesso con tangente orizzontale ¢ passa per B; si1 studi tale funzione e si tracci 1] suo grafico C.

4. Si calcoli I'area della regione finita di piano limitata dal segmento OB e dall’arco OB della

suddetta parabola cubica.
Soluzione
1)

Un punto generico ha coordinage, y) per cui si ha:

P02 - X2 + y2
PA? = (x-2)° +y?

Per cui
PO? +2PA* =8 X’ +y? +2|(x-2)* +y?|=8

3x*+3y*-8x=0 = x2+y2—gx:O

. 4 . . . .
Le coordinate del centro sono alldCa= (5 ,OJ ed il raggio, visto che la circonferenza passa pe

O=®DLéR:g.
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2)

Calcolo punto B:

x=2—>4+y2—%;=0a y=+

IS

. 2
PercuiB=| 2,—
( \st

. 2 R .
La tangente alla circonferenza nel pule (2, —J avra equazione

73
2

y=m(x-2)+-—

V3

Ora per il calcolo del coefficiente angolare sigw® seguire due strade, che mostreremo entrambe.
La prima si basa sulla risoluzione del sistema

x2+y2—gx=0
2
=mx-2)+—
y=mix-2)+—

E sulla successiva imposizione della condizionanijenza, cioé discriminante nullo.
Risolvendo si ha:

2
2 8 4 8
x>+ mx-2)+—=| —=x=0 5 xX*+m*|x* -4x+4)+—+—m(x-2)-—x=0 -
rix-2)+ 2| -2 b - a)e 34 Lnlx-2)-3
4 8 8m 4
x?(m? +1)+ —4m2+—m——J+(4m2——+—j 0
| )x( V3 3 NI
Ora imponendd\ =0 si ha:
2
4 8 8m 4
—4m* +—m-—| —4m*+1] 4m* - —=+—|=0 -
(o« g3 et a5
lomt —32M°  80m® _64m 64} 4_8m° 16m> _8m 4)_
¥v3 3 33 9 33 33
16m°> 64m 64 16 32m
 — +— =0 - 48/3m*> +96m+16y3=0 -
3 33 9 3 \/5
3\/§m2+6m+\/§:o_>3m2+2\/§m+1=0_>(m\/§+1)2=0_>m=—%

L’altro modo di procedere, piu’ semplice ed intuitj € di utilizzare le derivate, ricordando che il
coefficiente angolare della tangente e il valoéadserivata nell’ascissa del punto di tangenza.
In tal caso pero va esplicitata prima la circonfieeecome una normale funzione, cioe dobbiamo

2
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esprimerla comey = f (X .)Risulta chiaro che in tal caso si ha:

In tal caso, dovendo calcolare la tangente in umguhe si trova nel primo quadrante, allora va

. - . . : . 8x .
considerata la semicirconferenza che si trova nelgquadrante di equazione= 1/? -x* lacui

derivata
4 4
' g_x iil fficient lar a= f' 2 3 1
y \/@,percun coefficiente angolare sama= f'(x =2) E_4 2 Nk
3 3 V3
Il risultato trovato € identico al precedente, miagdi tanti calcoli.
L’equazione della tangente sara allora:

1 2 4-x
y=—"F=X-2)+ ==—+
\/§( ) 3 43
Consideriamo la figura sottostante:
I+ F —%x =10
yodox
3

C

A noi interessa calcolare o 'angof@BC o il suo supplementare, cioé quello acuto traei.du

Innanzitutto in tal caso osserviamo che il triaimgdBC € isoscele.
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InfattiOB = BC = 4+ﬂ :i, per cuiOBC = 7- 2BOC
3 43
Ma la retta OB ha equazione =% per cui BéC-arctarEiJ—l—T per cui
V3 V3) 6

OéC:n—Z(gj:Z?ﬂzlzG ciod OBC & ottuso . Per cui 'angolo acuto richiesto sara

(180 -120°) = 60°

3)

La cubica di equaziong = ax® +bx* + cx+d passa per I'origine O=(0,0) e questo implita 0

Inoltre passa peB = (ZiJ e questo comportda +4b + 2c = 2 = da+2b+c= 1 :

3 NE 3

La presenza del flesso a tangente orizzontal®,®) ¢comporta altre due condizioni:

£'(0) = (3ax? + 20x+¢) , =c =0
f"(0) =(6ax+2b) _,=2b=0-b=0

X3

43

Questa funzione é definita i tutto R, incontradiaslelle ascisse e delle ordinate nel suo fleséy, (0
& positiva in(0,+e ) & crescente ift-,0) 0 (0,+w).

Il suo grafico e il seguente:

Quindi la cubica avra equazione= ax® =
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4)

L’area richiesta e pertanto:

X X

ol [l B
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PROBLEMA 2
Si consideri 1a funzione:
/(1) ="+ 2% — 3¢

1. Si studi tale funzione e si tracci il suo grafico C, su un piano riferito ad un sistema di assi
cartesiani ortogonali (Oxy).

2. Si determinino le coordinate del punto A, in cui la curva C incontra la curva C’ rappresentativa
dell’equazione y=e .

3. Si serivano I’equazione della tangente alla curva C nell’origine e 1'equazione della tangente alla
curva C’ nel punto A.

4. Si calcoli ’area della superficie piana, delimitata dalla curva C, dall’asse x e dalla retta di
equazione x=log3.

Soluzione

1)

Studiamo la funziongy = e* +2e* -3¢ = e* (> + 2¢* -3)= e*(e* +3)e* - 1)

Dominio: la funzione é definita in tutto R.

Intersezione asse delle ascisge: €* (eX +3)(eX —1) =0 = (eX —1) =0 e =1 x=0;
Intersezione asse delle ordinate=0=y= ; 0O

Positivita: y = ex(ex +3)(eX —1)> 0~ (eX —1)> 0< e >1< x>0;

Asintoti verticali: visto il dominio non esistongiatoti verticali;

= E F o+ o+ &

Asintoti orizzontali: lim [ex (eX +3)(eX —1)J = +oo, im [ex (eX +3)e” —1)] =0 per cui la retta

X — 400 X — —00

y =0 é asintoto orizzontale;

& Asintoti obliqui: lim [ex(ex+3)(ex‘1)]:+oo, lim [ex(ex+3)(ex_1)]=0 per cui non

X — +00 X X - —00 X

esistono asintoti obliqui;

+ Crescenza e decrescenza:

y'= 3 + 4% — 3 =ex(3e2X + 4e* —3):%(@ + 2+\/EJ(eX + Z_mJ>o:

3 3
(ex + 2_;/@’]>0:> x>|n{—_2;\/1_3}

y'=9e% +8e™ ~3¢" =¢*(9e” +8e* ~3)=0 = (9> +8e* -3)=0= " =

X= In{—_4+\/4_3}
9

—-4+4/43
— =

9
el'ascissalelflesso
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Inoltre y"{ln[%\/ﬁﬂ:2(13—2@)(\/1_3—2)>0 per cui len{_z%/l_s} e l'ascissa

del minimo relativo.

Il grafico é sotto presentato:

v=e"+2e¥ -3¢

2)

Calcolo punto A:

y:e3x + 2 — 3p¥

{y—ex = ¥ + 2™ - 4¢* :ex(e2X + 2e* —4):ex(eX +1—x/§)(eX +1+ \/§)=O -
e +1-+5)=0= x=m({{5-1)= A:[|n(£—1),£—1]
3)

La tangente alla curva di equaziogies € + 2e** - 3e* nell’'origine (0,0) ha equaziong = mx
con m=Yy'(0) = 4 per cui la tangente ha equazione 4x.

La tangente alla curva di equazione=¢€* in A=[In(\/§—1),\/§—1] ha equazione equazione
y:m(x—ln(\/g— ))+\/§—1 con m:y'(ln(\/g— )):\/3—1 per cui la tangente ha equazione
y=(x/§—l)(x—ln(\/§—1))+\/§—1.
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y=4x

y=l5—tr-mh5 -1l 45 -1 2 |

H// 4= lnl5 -1)5 -1

-2 _—-_z_—___h-s-___‘_i‘_‘h—_ﬂ/ 1 2 3 2
-4

4)

Si consideri la figura sottostante per il calcoéd’drea:
a0 -
ao -
20
10 -

-4 -IE -2 2 a 4

Il punto ad ascissa =In( 3)a ordinata pari a 36 e I'area richiesta € pari a:

In(3 eSX In(3)
S= v[[e?,x_'_262x_3exbx:|: 3 +er_gex:| —
0

0

=9+9-9-2-143=%2
3 3
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- ESAME 5 DI LIC JENTIK]

CORSO DI ORDINAMENTO
Tema di: MATEMATICA

QUESTIONARIO

5
XTCOosXx

X' —sen’ x

1. Si calcoli il limite della funzione , quando x tende a 0.

2. Si determini il campo di esistenza della funzione y=arcsen(tgx), con 0 < x <27
3. Si calcoli il valore medio della funzione y=tg™x, nell’intervallo 0 < x < %

4. Si provi che per la funzione f(x)= x* -8, nell’intervallo 0 < x < 2, sono verificate le condizioni di
validita del teorema di Lagrange e si trovi che il punto in cui si verifica la tesi del teorema
Stess0.

5. TFra tutti i triangoli isosceli inscritti in una circonferenza di raggio r, si determini quello per cut €
massima la somma dell’altezza e del doppio della base.

6. Si consideri la seguente proposizione: “Il luogo dei punti dello spazio equidistanti da due puntt
distinti @ una retta”. Si dica se ¢ vera o falsa e si motivi esaurientemente la risposta.

7. Sia data la funzione:

arctg ] perx =0
X = Cr X
J() = x
0 perx=0
Si dica se essa € continua e derivabile nel punto di ascissa 0.

8. Si determini I’area della regione piana limitata nella curva di equazione y—€', dalla curva di

equazione y=x" e dalle rette x=0 e x=1.

; g i s . ; 2x* +3
9. Si determinino le equazioni degli asintoti della curva  f(x) = .

Ftad
s . ; x) 15(x
10. Sirisolva la disequazione 2 .
3) 2\2
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Soluzione

1)
Bisogna calcolare il limite seguente:

x? cos(x)
x-0 x* —sin’(X)

Esso puo essere scritto nel modo seguente:

im x? cos(X) — lim X% cos(x) —im cos()

x-0 X2 —sin?(x)  *-0 xz(l— sinz(x)J x-0 (1_ sinz(x)]

NG NG

Ora distinguiamo i limiti destro e sinistro:

jim —90%0 - Lo im —00S0 1 _
x-0" ([ sin’(x)) O x-0(  sin®(x)) O
1-—— 1-=)
X X
2 2
per cui il limite Iimz(c—(_)sz(x) e vaIeIim% = +00
x=0 X° —sin“(X) x=0 X —sin“(X)

Un altro modo per calcolarlo é sfruttare gli svpugdi Taylor:

XZ
cos(x) 01— > +0(x*)

sin(x) = x —X—63 +0(x%)

per cui sostituendo e tralasciando gli o-piccolbasi

im X006 _ xoosq)
x-0 x2 —sin?(x)  x-0 (x —sin(X))(x + sin(x))

x? 1—)(—2
2

Ora distinguiamo i limiti destro e sinistro:

10
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(LXSJ _1 ( le

lim = +o0, I|m

SR

Per cui anche in tal caso abbiamo ottenuto il tasollprecedente.

-1_,
0*

Un ulteriore via & quella di applicare De I'Hospitzhe lasciamo al lettore.

2)
La funzione y = arcsin(tax )) ha come domini¢tan(x)| <1l e -1<tan(x)<1l. Consideriamo ora

il seguente sistema che risolve la disequaziondestad

y =tan(x)
-1<y<1
Osx<2m

Si consideri la figura seguente:

¥ =tan(x)

) A

L)

La disequazione & soddisfatta allora nell'intev4,277] nei seguenti intervalli:

ool e ]

11
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3)

Il valore medio di una funziong = f(x ih un intervallo[a, b] e per definizione

f (x)dx

D C——y T

1
V, =
“ b-a

Nel nostro caso si ha:

m

_ﬂz , _ 44 1-cog(¥) =ﬂz 1]
VM—ﬂitan (X)dx_ﬂﬂ—cosz(x) }dx ﬂﬂcosz(x) 1}dx

A-m
JT

|
—
QD
>
=3
N
|
X,
o
11
NN
1
T
B
Il

4)

La funzioney = x* —80< x< 2é continua e derivabile in tutto R ed in particelaell'intervallo
[0,2] per cui ad essa e applicabile il teoremaafjiange, cioé

_f@-f0O

£0(0.2): f'(c) >

Ora f(0) =-8,f(2) =0, f'(c) =3c® per cui si deve risolvere 'equazioBe® =4=c = i% di

. 2 . . L. .
cui soloc = ﬁ e accettabile perché interno all'intervallo [0,2].

5)

La dimostrazione la effettuiamo per via trigonoroatr
Si consideri la figura seguente che rappreserdadanetria del problema.:

cC

12
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Ora:
CH=CO+OH =r+OH
OH = OBsin(g— ZaJ =r cos@a)

CH = r[1+ cosQa)]
HB =r sin(2a)
f(a)=CH +2AB=CH +4HB = r[1+ cosQa)] +4rsinQ2a) = r[1+ cos@a) + 4sin(20)]

Ora i limiti geometrici mpongonwD{o,z} . Per calcolare il massimo della funzione calecoba

le derivate, prima e seconda:

f '(a) = r[— 2sin(2a) + SCosQa)] =2r cosQa)[4 - tan(Za)]

Ora in all {O, %T} Si ha 2rcos@a)= 0 per cUi
f'(a)=2r cosQa)[4 - tan(2a)] >20=>tan@2a)<4=0<a< arctang) _

2

Inoltre

f"(a) = r[- 4cos@a) - 16sin(2a)] = -4r cos@a)(1+ 4tana))

f "(Mj = {— 4r /+(1+ 4tan(2a))} = -4r\17<0
2 1+tan” (2a) tan(a)=4

per cui il valore che massimizza la somma dellzée e del doppio della base
azw 38°.
6)

Consideriamo la figura sottostante:

13
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La risposta presentata dalla traccia e falsa dainemto che l'insieme dei punti nello spazio
equidistanti da A e B, distinti, € il piano perp&mdare, nel punto medio M del segmento AB, al
segmento stesso AB. Infatti dalla figura soprastasitevince che se P € un punto di tale piano,
essendo PA e PB le ipotenuse dei due triangoéngtli PMA e PMB, ed essendo MA=MB, si ha
PA=PB. Ora bisogna mostrare che i punti di talex@i@ sono gli unici. Cioé supponiamo per
assurdo che esista un punto Q appartenente acuoo pidifferente da p e tale che QA=QB. Allora
il triangolo QAB sara isoscele su AB e QM sara paricolare in M alla retta AB; ma in tal modo
esisterebbero due piani perpendicolari ad una nefla stesso punto, cosa questa impossibile. Per
cui esiste uno ed un solo piano i cui punti songdigtanti da due punti distinti.

Un ulteriore modo per dimostrare quanto detto, amimra meno analitica e piu intuitive, € ricordare
che in un pianax contenente due punti distinti A e B il luogo deinfi equidistanti da A e B &
'asse del segmento. Ora se si fa ruotare queatopr contenente A e B in modo da considerare
gli infiniti piani passanti per A e B, I'asse dedggnento descrivera l'intero pian@. Per cui per

ogni punto P del piana vale PA=PB come evidenziato dalla figura sottastan

7)

Dobbiamo discutere la continuita e derivabilita@élinzione
1
xarctar(—j xZ0
f(x) = X
0 x=0

nel puntox= Q
Innanzitutto vediamo la continuita:

14
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_ Sye _ _
lim xarctarElj = lim M =0* arctan(lroo):O*E:O
an"_ X | y - oo y 2

] N ]
lim xarctarElj = jim| 2rctarty) :o*arctaneoo):o*(—’lj:o
an’_ X ) y - -0 y | 2

Quindi la funzione e continua ir= .0
Vediamo ora la derivabilita calcolando la derivatena perx# Q
1

. 1), X 1)__x
y'=arctan = | + X =arctan— |- —;
X 1+ 1 x) x*+1

X2

lim arctar{lj— 2X =arctan(+oo)=7—7
x=0" X) xX°+1 2

lim arctarElj— 2X =arctan6m):—7—7
X0 X) x°+1 2

Quindi |in‘(l) f'(x) non esiste per cui la funzione € continua ma naemdvabile in x= Q in
X—

Ora

particolare inx= Opresenta un punto angoloso.
8)

Si consideri la figura seguente:

5
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L'area da calcolare e

9)

2X° +

La funzione f (x) = 3 ha come dominid- «,—2) 0 (- 2,+). Vediamo gli asintoti:

2 2
+ Asintoti verticali: lim 22X 3o jm 2311
x-=2" X+ 2 o' x-=2" X+ 2 0

-0, per cui x=-2 e

asintoto verticale destro e sinistro;

o o 2X%+3 . 2x*+3 . . o
+ Asintoti orizzontali: lim =+00, lim =—co per cui non esistono asintoti
Xote X+ 2 Xomw X+ 2

orizzontali;

+ Asintoti obliqui: hanno equazione generiga mx+q:

2x* +3 2x* +3
2+ 2+
m=lim —X*2 = jim 2 3o o fim X*2 o g 23
X — 400 X X0 W< 4 2X X — —00 X Xo =00 W& 4 2X
2 4 - 4x + Z + —4x +
g=lim 2X 3'—2x = lim 4x 3:—4,q:Iim 2X 3'—2x = lim 4x 3:—4
Xotol X+ 2 Xoto X+ 2 x-—o X+ 2 Xoto X+ 2

per cui la rettay =2x — 4 asintoto obliqui destro e sinistro.

10)

. . . . . . . i Xx=3
La disequazione ha senso innanzitutto (xé € un intero positivo e poi s% 2o x> 3
X

condizioni queste imposte dalla definizione di éicefnte binomiale.
Ora

m 15@ N 15 X
>= = > =
3) 2(2) 3x-=-3) 22(x-2)

X(Xx=1)(x-2) >ESx(x—l) _

6 2 2
X(X=1)(x-2) 15x(x-1) 50 -
6 4
X(x—1) [4x—8—90]: X(X =1 (2x — 49) >0
24 12

16
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Bisogna risolvere allora il sistema seguente:

X(x—1)(2x — 49) >0
12

x=3

xinteropositivo

X(X=1D(2x —49)
12

La disequazione >0 la risolviamo, ponendo tutti i fattor(x, x — 12x — 49)

entrambi maggiori od uguali a zero e poi verifidmao dove e soddisfatto il segno della

disequazione stessa. In questo moxéé_l)l(gx_w) >0 e verificata pel0< x<1, x>4?9, per cui

il sistema da risolvere &

49
O<x<lx>—
1 2 49
X>—

X=3 = 2
xinteropositivo | Xinteropositivo

per cui a partire dai numeri interi positivi maggiod uguali a 25 la disequazione e sempre
soddisfatta.
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